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vypracoval Jiti Sykora

Zadani

(1) Z definice dokazte (k € najdéte 0), ze

lim 2° = 4 (1)

T—2

(2) Méjme zadané ¢islo n € Nyjn > 3. Rozhodnéte, pro kterd redlnd ¢isla a existuje limita

. (14 az)* — (1 + anz + 3ax?)
lim
z—0 423 + ax?

(2)

a cemu se v takovém pripadé rovna (najdéte vSechny moznosti).

(3) Najdéte limitu
x? — 8z
lim 3
=0 /22 + 1 — Va2 + 2z + 1 )

Reseni
(1) Snadno vidime, Ze vzhledem ke spojitosti funkce 2% bude tato limita rovna 4. Dikaz
provedeme primo z definice limity
Ve > 0,36 >0:Vz € P5s(2) = 2% € U.(4)

Jinak Teceno, k jakémukoliv € > 0 tedy najdeme takové o > 0, ze bude platit

0<|r—2<d = |2°—4|<¢
Jesté pred tim nez zacneme se samotnym dikazem, spocteme jaké ¢ je vhodné.

|2* — 4] = |z — 2|z + 2| < 6|z + 2|

Zde jsme vyuzili predpokladu, ze 0 < |z —2| < 6. Abychom spocetli druhou absolutni hodnotu,
zadefinujeme § = min{d;,02} a polozime 0; = 1, ¢imz obsdhneme moznost pro prilis velka e.
Nyni dopocteme 65, po kterém budeme chtit, aby bylo mensi jak jedna, a proto bude platit

lr—2/<le|z+2/<5

A proto
2% — 4] < 5§

Staci tedy zvolit § < £.
Nyni provedeme samotny diikaz.+ Necht ¢ > 0, vyberme § = min{1,;}. Pak

|22 — 4| <56 < e



(2) Zacneme tim, ze si tvar této limity nejprve upravime pomoci binomického rozvoje.

(I +ar)* — (1 +anw + 3a2®) . 2k=o ( )(am) — (1 + ana + 3az?)
lim = lim
0 43 + axt z—0 4z® + axt

Coz lze dale upravit tak, Ze si vypiSeme prvni tii éleny a vytknene z? ve jmenovateli.

2223( ) F 41+ ane + "2 06222 — (14 ana + 3az?)

g 22(4x —i— ax?)
et (5 (et (),
:}clgtl) = x2(4:p+a2x2) :}:12% — 4 + az?

Nyni si limitu rozdélime na dva zlomky a upravime je, abychom si uleh¢ili budouci vypocty.

(@a—iﬂ)a Zk3()akxk2 (”(ng_l)a—S)ajLZk3()(1"335’“:3

= lim + = lim
=0 4x + ax? 4x + az? =0 4z + ax? 4+ ax

Jestlize ma byt limita deﬁnované musi se shodovat jeji limita zleva a zprava. Ukazeme si

n(n—l)

n(n—1) 1)
2 2

postupné, ze pro —3a > 0 a pro — 3a < 0 tato podminka neni splnéna.

1) M Ug? — 30> 0

(a)

("("2_1)a—3>a S 3(> kgpk=3 (Ma—?))a

2

Zk3<>kk3

= lim + lim

lim

z—0+ 4 + ax? 4+ ax 250+ 4o + ax? z—0T 4+ ax

=00 + const. = 0

Kde vyuzivame toho, ze ¢itatel prvniho zlomku je konstantni a tedy az na znaménko

nemuze ovlivnit vysledek limity, jakmile jde jmenovatel k nule.

(b) KdyZ se ale priblizujeme zleva a uvédomime si, Ze jelikoz je x = 0 kofenem 4x + ax?,
pak to ale znamenad, Ze protind osu x, a tudiz musi byt z jedné strany kladna a z
druhé zaporna. To kde je kladna a kde zaporna lze snadno zjistit podle koeficientu

a, ktery je zaroven koeficientem u 22, a tedy urc¢uje tvar paraboly.

(@a—i’))a Zk3<>akxk3 (%a—?))a Zkg()kxk3
lim + = lim + lim
0 4x + ax? 44 ax 20— 4z + ax? 0~ 4+ ax
= —00 + const. = —0
Jelikoz se jednostranné limity neshoduji, pak musi byt dana limita nedefinovana.
2) Totéz udélame pro ( R
(a)
(n(nz—l)a_?))a ) 3() kpk—3 (”("Q_I)a—?))a S 3() ko k=3
lim + = lim + lim
0+ 4 + ax? 4+ ax T—0+ 4o + ax? 0+ 4+ ax

= —00 + const. = —o0



(b)

("("2’1)a _ 3) a YU, (1;) ok k3 (n(n;l)a _ 3) a  Yr, (Z) aF k3

lim + = lim lim
0~ 4z + ax? 4+ ax 0~ 4z + ax? +x—>0* 4+ ax

= o0 + const. = 00
A zde se taktéz limity neshoduji.

3) Zbyva tedy posledni moznost - a to zkusit @cﬂ—&z = 0. To nastane ve dvou pripadech:

_ _ _ 6
a=0aa= FeEE
(a) a=0 -
nn=l) _3)a S "\ gk k=3
lim( 2 ) s (1) =1im0+0=0
z—0 4z + ax? 4+ ax -0
_ _ 6
<b) a= n(n—1)
(M -3)a o (et 36(n—2)  36(n—2)
lim =04+ _
e=0  4x + az? 4+ ax dn?(n—1)2  4n?(n — 1)?
Zéavér: Limita existuje pouze pro a; = 0 a a; = —2— a je v té chvili rovna 0 a _36(n=2)
. n(n—1) 4n?(n—1)
respektivné.

(3) Abychom tuto limitu mohli vypocitat, budeme muset provést algebraické upravy, které
nas dovedou k vyhodnéjsimu tvaru. Na prvni pohled se tak nabizi usmérnéni jmenovatele, nacez
bychom ho pak mohli zdarné vykratit s nékterym ¢lenem v ¢itateli a limitu snadno dopocist.
Musime tedy vytesit otazku, jak usmérnit rozdil dvou tretich odmocnin? Vyuzijeme vztahu

2 —y? = (z —y)(2® + 2y + ¢

A tedy -
x* — 8z

lim
=0 /22 + 1 — Va2 + 2z + 1

Ly v(z = 8) (Y@ + 12+ /(22 + 1)(a? + 20+ 1) + /(22 + 20 + 1)2)
= 0% 224+ 1— (22422 +1)

w8 (@ 1024 R 0@ 2 1) + e 1o 1)

2—0 —2x

A jestlize zkratime clenem x, tak se tloha stava trivialni.

_ Im (—;(x —8) <\‘°/(x2 +1)2 4 \‘"/(x2+ )(z?2+2x+ 1)+ \r/(ﬂ + 22 + 1)2))

x—0

= (—;(—8) (3 (+1)2 + {‘/(+1)(+1) + \3/(+1)2)> =12

Zavér: Limita (3) je podle vypoctu vyse rovna 12.



